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SIMETRIA INFINITA

En considerar el cristall com un medi periodic en el qual un grup d’atoms
(el motiu) es repeteix en les tres dimensions de I’espai, de manera que entre
dos punts homolegs de dos motius qualsevols es possible imaginar un
vector translacid, s’ha considerat el cristall com un medi infinit. La simetria
d’aquest medi, periodic i infinit ha de ser necessariament diferent de la que
s’ha estudiat pel cristall considerat com una massa homogenia (de
propietats vectorials discontinues, cal recordar-ho), per be que compatibles
entre elles. En aquest apartat s’estudiara la simetria del model microscopic

del cristall, és a dir 1a simetria de les posicions dels atoms.

Translacio

Entre els elements de simetria d’aquest medi apareix

(Fmy+n.z*P)  immediatment la translacié com a caracteristica del propi medi. I

com a tal ha de ser considerada un dels elements de simetria.

Aquest es representa per un vector (recordeu els primers

capitols) que indica la direccid, el sentit i la magnitud de la

translacio.

Si el vector translacié té per coordenades (m,n,p), al aplicar aquest a un

punt (x,y,z) quedara com:

f(m’””’)(x,y,z) - (x+m,y+n,z+ p)

Eixos helicoidals

So6n elements compostos de simetria resultat de combinar un eix de rotacid

amb una translacié paral‘lela a I’eix, I’operacié dels quals consisteix en un
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gir seguit d’una translacié. Obviament, la translacié associada a I’eix
helicoidal ha de ser compatible amb la translacio del cristall paral-lela a
I’eix (que és, cal recordar-ho, element de simetria del cristall). Aixo implica
que per un eix helicoidal d’ordre n, després de n operacions sobre un punt,
aquest quedi con si se li hagués aplicat la translaci6 del cristall paral-lela a

I’eix (o un miltiple d’aquesta). Es a dir, que s’ha de complir que

nt = kT (D

essent n I’ordre del I’eix, t la translacid associada a 1’eix, k un nombre enter
i T la translaci6 del cristall paral-lela a I’eix. Graficament es pot representar

de la segiient manera:

A la segiient figura s ha representat els moviments sobre un punt 1 d’un eix
helicoidal d’ordre 4, amb una translacié associada t. Del punt 1 es passa al
2,1d’aquest al 3, i aixi sucessivament, de manera que després de quatre
operacions, els punts 1 i 5 estan relacionats per la translaci6 del cristall T,

paral-lela a I’eix.

:l."‘
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S’ha de complir que t sigui més petita

que T. Sifost>T,1is’admet que T és un

element de simetria del reticle, es genera una

translaci6 t’< T, com es demostra a la segilient

figura.

-_|-" Sigui T la translacié del cristall paral-lela a I’eix

helicoidal, i es suposa una translacié associada a

I’eix t>T. Si s’aplica I’operacio de 1’eix al punt

PO, el simetris és el P1. Com que T és un

elements de simetria del cristall, a P1 se li pot

aplicat T, i apareox el punt P’ 1, que esta

relacionat amb el PO per 1’eix helicoidal amb una translacié t’<T.

Per tant, de I’expressio (1), si t<T, es dedueix que 0 < k < n, i per tant

queden limitats els possibles eixos helicoidals, la notaci6 dels quals ésn, ,

segons la segiient taula:

ordre |k t notacié

(n)

3 o %T’%T 31’32

' bR VR, T 4,,4,.4,

6 ;,2,3,4, %T,%T,%T,%T 6@’,62,63,64,65
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Plans de lliscament

~}
= |

Sén operacions complexes de simetria que

impliquen una reflexioé en una pla, seguida

d’una translaci6 paral-lela al pla, que és V2
o 1/4 d’alguna de les translacions

paral-leles al pla.

Les notacions que s’utilitzen fan referéncia

a la direcci6 de la translacié associada al pla, com s’indica a la taula

segiient.

notaci | t orientacio possible

6

a a/2 (001), (010)

b b/2 (001), (100)

c c/2 (100), (010)

n (a/2+b/2), (al2+c/2), (001), (010) 1 (100), respectivament
(b/2+c/2)

d a/4+b/4, a/d+c/4,
c/4+b/4
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Z
Representacio grafica
En simetria espacial es sol projectar el contingut
c 0.50 b y (real -atoms- i ideal -simetria-) de la cel'la
0.30 fonamentals sobre una de les cares d’aquesta,
_________________ . normalment la (001), és a dir la formada per aib,
1 (0.45)

seguint la diracci6 de c. D’aquesta manera tot el
volum de la cel‘la queda projectat a I’interior del

paral-lelogram que definieixen a 1 b, mentre que el

vector ¢ queda projectat com un punt.

Les coordenades que s’utilitzen son parcials, €s a dir, les coordenades

relatives prenent a, b i ¢ com unitat en cada cas.

Aixi, un punt de coordenades (0.3, 0.5, 0.45) com el que s’ha projectat a la
figura esta a 0.30-a, 0.50°b, 1 0.45-c. A la projeccio les coodenades x iy es
poden llegir sobre els eixos, la coordenada z cal especificar-la al costat de
I’element projectat. Normalment, si és zero no s’indica i es déna per

sobreentés.

@ Per projectar un eix, si esta en la

direcci6 de c es representa com un punt,

Y
e
o

_________________________________ -(z) €N el qual s’ha d’indicar el tipus d’eix
a d’acord amb les notacions normalment

utilitzades. Si I’eix és paral-lel al pla de

projeccid, queda com una linia, en la
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qual s’indica el tipus d’eix i1 I’al¢ada (la coordenada z) a la que es trova

I’eix.

Els plans de simetria es projecten de la mateixa manera, pero el resultat és,
o be una linia, o be ocupen la totalitat del paral-lelogram de projecci6 (la
cara a-b). En cada cas cal utilitzar una simbologia que indiqui clarament i
inequivocament quina és la translacié associada al pla. Es a dir, cal indicar
si es tracta d’un pla a, b, ¢ o n. Per aix0 s’usen els simbols tal com s’indica
a les segiient figures, en les qual s’ha representat les projeccions
imaginaries (els plans no poden tenir existeéncia tan com han estat
representats) de diversos plans de simetria (reflexid i lliscament) paral-lels
a (100), (010) 1 (001), respectivament.

Els plans m sempre es representen amb una linia continua, excepte quan es
projecten sobre la totalitat del pla de projeccid, mentre que els altres es
representen de manera diversa segons sigui el pla en el qual es projecten. A
les figures segiients hi ha la projecci6 de plans amb orientacions diverses
sobre diversos plans de la cel'la

fonamental.

Projecci6 de plans de simetria

E’ orientats paral-lelament a (100) sobre
els plans (001) i (010).
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Projeccié dels plans de simetria orientats paral-lelment a (010), sobre els
plans (100) i (001).

e 0 N ]
-

||||||

paral-

Projeccié de plans de simetria orientats

lelament a (001) sobre els tres
plans fonamentals de la cel'la,
(100), (010) 1 (001). A la projeccid
sobre (001) cal anotar les
corresponents coordenades

d’al¢ada z.

RETICLES
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En definir microscopicament el cristall es van deduir
uns vectors fonamentals (els més petits possibles
¢ que permeten expressar qualsevol altre com a
convinacio linial d’ells), que alhora configuraven
L b una cel‘la fonamental (veure capitol de periodicitat).

Les cel'les fonamentals poden tenir diverses formes
i mides, i es caracteritzen pels tres vectors fonamentals a, b i c, i els angles
que formen entre ells a, B i7y. Segons els moduls relatius dels tres vectors i
dels angles entre ells, la cel‘la t€ una o altre simetria. Seguidament
s’estudiaran les possibles cel'les fonamentals en funci6 d’aquests
parametres i es classificaran d’acord amb la seva simetria en algun dels set

sistemes cristl‘lins.

A més a més, cal assenyalar la possibilitat d’utilitzar cel'les multiples quan
la distribucié de nusos aixi ho aconselli, especialment per una millor

claretat de visualitzacid de la seva simetria.

La cel'la, tal com s’ha definit fins ara és una cel‘la simple, formada
per nusos en cada un dels seus vertex, i per tant amb una
multiplicitat igual a u. Si s’avalua quants nusos hi ha a I’interior de
la cel'la representada a la figura, s’arribara a la conclusio que la

contribucié de cada un dels vuit que hi ha als vertex suma la unitat.

Pero s’admetra 1’existencia de cel'les miltiples, és a dir cel-les que
contenen més d’un nus, i que per tant, els vectors que les definieixen no s6n
necessariament els més petits possibles, la qual cosa porta a I’existeéncia de
vectors translacié del reticle a I’interior de la cella. Aquests en s6n alguns

exemples.
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Cel.la C:

Aquesta cel'la té nusos als vertex,

perd també a les possicions (0.5, 0.5,

b 0), és a dir al centre de la cara definida

peraib, (001). Aquesta és una cel'la

multiple, que s’anomenda C, i la seva
T T=al2+b/2 multiplicitat és dos: un nus
corresponent a les fraccions dels que
ocupen els vertex, i un altre a les dues
meitats dels que centres les cares
(001) de 1a cel'la. Igualment es
podrien definir cel-les multiplies A i
B, amb nusos als centres de les cares

corresponents.

Cel'lal

Cel'la amb nusos als vertex 1 un altre nus
en posicié (0.5, 0.5, 0.5), la qual cosa

b implica I’existeéncia d’un vector

translacié del reticle que va desde (0,0,0)

a (0,5, 0.5, 0.5). La seva multiplicitat és
~T=a/2+b/2+c/2 - 5
- dos, les fraccions de nusos dels vertex

(8-1/8) 1 el nus central.



APUNTS DE CRISTAL:-LOGRAFIA: SIMETRIA INFINITA Marius
Vendrell

Cel'laF

Cel'la multiple amb nusos als vertex i al
centre de totes les cares de la cel‘la
fonamental, és a dir en posicions
(0.5,0,0.5),(0,0.5,0.5)1 (0.5, 0.5, 0),

la qual cosa implica I’existencia de tres

vectors del reticle menors que els

fonamentals d’aquesta cel-la.

Igualment, en dues dimensions es
@ poden definir les cel‘les simples i
"

f.” una multiple amb un nus al centre

del paral-lelogram.

Tipus de reticles

El conjunt de nusos que defineixen un reticle poseeixen certa simetria, per
tant, les posibles convinacions dels vectors fonamentals 1 dels angles entre
ells donen lloc a arranjaments de nusos amb diverses simetries, que han de
permetre la seva classificacio en sistemes cristal'lins. D’aquesta manera €s
possible deduir 1’existencia de cinc reticles bidimensionals i 14 en tres

dimensions (que son els anomenats reticles de Bravais).
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Reticles bidimensionals
En aquest cas la deducci6 €s senzilla perque només es disposa de dos
vectors (a i b) i I’angle que formen entre ells (y). Aixo limita
extraordinariament les possibilitats. Els vectors a i b poden tenir moduls
iguals o diferents, mentre que a 1’angle 7y se li pot donar qualsevol valor o
els que tenen significaci6 especial en Cristal-lografia, és a dir els angles de
gir del eixos possibles. Aquests son 180°, 90°, 120° 1 60°. Per raons evidents
s’ha de descartar I’angle de 180° (donaria vectors en la mateixa direccid),
mentre que 120° 1 60° so6n suplementaris i cal triar-ne tinicament un (60°).
Per tant, les possibles xarxes han de sortir de la taula segiient:

Vectors Angle Simetria Cel'la Reticle

azt b Y sense limitacions 2 p oblicu

azbh v=90° 2mm p ortogonal

a#b v=60° 2

a=b Y sense limitacions 2mm c ortogonal

a=>b Y=90° 4mm P quadrat

a=b v =60° 6mm p hexagonal

Es pot veure facilment que el reticle amb g # p i y=60° no té€ més

simetria que el primer cas en que Y pot tenir qualsevol valor, per tant, el cas
amb ¥ = 60° és un cas particular del primer i no representa un reticle nou, de
noves caracteristiques i simetria. La qual cosa limita els possibles reticles

diferents en dues dimensions a cinc.
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A la segiient figura s’han representat les sis possibilitats, assenyalant la que
no representa una nova cel‘la, i dibuixant diverses cel-les en el cas de
I’ortogonal centrada i de ’hexagonal, a fi de facilitar la comprensi6 de la
simetria del conjunt de nusos. En el cas del reticle ortogonal centrat, es

defineixen uns nous vectors fonamentals a’ 1 b’, 1 per tant es defineix com

a# b; ¥ =90°, per be que existeix una translacié interna del reticle

T=a/2+b/2.
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Per raons d’espai i oportunitat no es fa la deducci6 de les 14 possibilitats de

reticles en tres dimensions, 1 s’encoratge 1’estudiant a llegir els

corresponents capitols d’alguns dels llibres de Cristal-lografia suggerits a la

bibliografia de 1’assigantura.

En tot cas, a continuacié es fa una llista dels 14 reticles de Bravais, amb les

seves caracteristiques, simetria i sistema cristal‘li al qual pertanyen

vectors
SISTEMA SIMETRIA  RETICLE(S fonamental angles entre vectors
) S
Triclinic 1 P athbzc sense restriccions
Monoclini 2/m P,C atb#c a=y# >90°
c
Rombic mmm P,C,LF a+b#c a=pF=y=90°
Tetragonal 4/mmm P, 1 a=b#c a=pF=y=90°
Trigonal 3m R a=b=c o= L=y
Hexagonal 6/mmm P a=b#c a=f=90°%y=120°
Cubic m3m P,IF a=b=c a=y=LF=90°

Cal fer notar que el signe “diferent” significa que no hi ha limitacions, és a

dir que en aquests casos, I’angle pot tenir qualsevol valor, incloent-hi els

especials. Aixo vol dir que pot existir una cel'la triclinica ortogonal, aixd no
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obstant, la simetria del cristall seguira sent triclinica perque el contingut de

la cel‘la tindra aquesta simetria, independentment de la forma del reticle.

Cal que les simetries del reticle (distribuci6 de nusos) i del contingut
(distribucié d’atoms) siguin compatibles, i1 aix0 vol dir que la simetria del

reticle ha d’incluore la dels atoms, no a I’inrevés.



